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3 ПОДПРОСТРАНСТВА ЛИНЕЙНОГО
ПРОСТРАНСТВА

3.1 Элементы теории

3.1.1 Подпространство линейного пространства

Непустое множество 𝑊 векторов линейного простран-
ства 𝑉 над полем 𝑃 называется подпространством, если
𝑥̄ + 𝑦 ∈ 𝑊 и α𝑥̄ ∈ 𝑊 для любых 𝑥̄, 𝑦 ∈ 𝑊 и любого
элемента α ∈ 𝑃 .

Линейное пространство 𝑉 является своим подпростран-
ством. Множество {0̄}, состоящее из одного нулевого эле-
мента линейного пространства 𝑉 , является подпростран-
ством этого пространства и называется нулевым подпро-
странством.

3.1.2 Сумма и пересечение подпространств
линейного пространства

Пусть 𝑊1, 𝑊2, . . . , 𝑊𝑘 — конечная система подпрост-
ранств линейного пространства 𝑉 над полем 𝑃 . Суммой
этих подпространств называется множество
{𝑥̄ ∈ 𝑉 | 𝑥̄ = 𝑥̄1 + 𝑥̄2 + . . . + 𝑥̄𝑘, 𝑥̄1 ∈ 𝑊1, . . . , 𝑥̄𝑘 ∈ 𝑊𝑘}.

Обозначается сумма подпространств
𝑘∑︀

𝑖=1

𝑊𝑖 или 𝑊1+𝑊2+

+ . . . +𝑊𝑘.
Лемма 3.1. Сумма конечного множества подпрост-

ранств 𝑊1, 𝑊2, . . . , 𝑊𝑘 линейного пространства 𝑉 над
полем 𝑃 является подпространством 𝑉 .
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Пересечением подпространств 𝑊1, 𝑊2, . . . , 𝑊𝑘 назы-
вается множество {𝑥̄ ∈ 𝑉 | 𝑥̄ ∈ 𝑊𝑖, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑘}, кото-

рое обозначается символом
𝑘⋂︀

𝑖=1

𝑊𝑖 или 𝑊1∩𝑊2∩ . . .∩𝑊𝑘.

Лемма 3.2. Пересечение конечного множества под-
пространств 𝑊1, 𝑊2, . . . , 𝑊𝑘 линейного пространства 𝑉
над полем 𝑃 является подпространством 𝑉 .

3.1.3 Базис и размерность подпространства
линейного пространства

Всякое подпространство 𝑊 линейного пространства 𝑉

над полем 𝑃 само является линейным пространством над
этим полем, относительно тех же операций, которые опре-
делены в линейном пространстве 𝑉 . Поэтому можно го-
ворить о таких понятиях, как базис и размерность под-
пространства.

Лемма 3.3. Каждое подпространство 𝑊 𝑛-мерного
линейного пространства 𝑉 конечномерно, dim𝑊 6 𝑛.
Если dim𝑊 = 𝑛, то 𝑊 = 𝑉 .

Теорема 3.4. Пусть 𝑈 и 𝑊 — конечномерные под-
пространства линейного пространства 𝑉 над полем 𝑃 .
Тогда dim(𝑈 +𝑊 ) = dim𝑈 + dim𝑊 − dim(𝑈 ∩𝑊 ).

Эту формулу называют формулой Грассмана.

3.1.4 Прямая сумма подпространств линейного
пространства

Сумма подпространств 𝑊1, 𝑊2, . . . , 𝑊𝑘 линейного про-
странства 𝑉 называется прямой суммой, если каждое
подпространство 𝑊𝑖 пересекается с суммой остальных
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подпространств по нулевому подпространству. Обознача-
ется прямая сумма подпространств 𝑊1 ⊕ 𝑊2 ⊕ . . . ⊕ 𝑊𝑘

или
𝑘⨁︀

𝑖=1

𝑊𝑖.

Теорема 3.5. Справедливы следующие утверждения:
1) для того, чтобы сумма 𝑆 = 𝑊1+𝑊2+ . . .+𝑊𝑘 под-

пространств 𝑊1, 𝑊2, . . . , 𝑊𝑘 линейного пространства
𝑉 над полем 𝑃 была прямой, необходимо и достаточ-
но, чтобы любой элемент 𝑥̄ ∈ 𝑆 единственным образом
представлялся в виде 𝑥̄ = 𝑥̄1 + 𝑥̄2 + . . . + 𝑥̄𝑘, где 𝑥̄𝑖 ∈ 𝑊𝑖,
𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑘;

2) пусть 𝑆 = 𝑊1 ⊕ 𝑊2 ⊕ . . . ⊕ 𝑊𝑘, где 𝑊1, 𝑊2, . . . ,
𝑊𝑘 — подпространства линейного пространства 𝑉 над
полем 𝑃 . Если 𝑒1, 𝑒2, . . . , 𝑒𝑛 — базис 𝑊1, . . . , 𝑎̄1, 𝑎̄2, . . . ,
𝑎̄𝑚 — базис 𝑊𝑘, то 𝑒1, 𝑒2, . . . , 𝑒𝑛, . . . , 𝑎̄1, 𝑎̄2, . . . , 𝑎̄𝑚 —
базис 𝑆, причем dim𝑆 = dim𝑊1 + dim𝑊2 + . . .+ dim𝑊𝑘.

3.1.5 Линейная оболочка системы векторов

Пусть 𝑎̄1, 𝑎̄2, . . . , 𝑎̄𝑛 — система векторов линейного про-
странства 𝑉 над полем 𝑃 . Множество всех линейных ком-
бинаций векторов системы 𝑎̄1, 𝑎̄2, . . . , 𝑎̄𝑛 с коэффициен-
тами из поля 𝑃 называется линейной оболочкой системы
векторов 𝑎̄1, 𝑎̄2, . . . , 𝑎̄𝑛 и обозначается 𝐿(𝑎̄1, 𝑎̄2, . . . , 𝑎̄𝑛).
Таким образом,

𝐿(𝑎̄1, 𝑎̄2, . . . , 𝑎̄𝑛) =

= {λ1𝑎̄1 + . . . + λ𝑛𝑎̄𝑛 | λ𝑖 ∈ 𝑃, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛}.
Лемма 3.6. Линейная оболочка 𝐿(𝑎̄1, 𝑎̄2, . . . , 𝑎̄𝑛) си-

стемы векторов 𝑎̄1, 𝑎̄2, . . . , 𝑎̄𝑛 линейного пространства 𝑉
является подпространством 𝑉 .
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Теорема 3.7. Справедливы следующие утверждения:
1) если 𝑒1, 𝑒2, . . . , 𝑒𝑘 — базис подпространства 𝑈 ли-

нейного пространства 𝑉 , то 𝑈 = 𝐿(𝑒1, 𝑒2, . . . , 𝑒𝑛);
2) если 𝑈 = 𝐿(𝑎̄1, . . . , 𝑎̄𝑘), 𝑊 = 𝐿(𝑏̄1, . . . , 𝑏̄𝑚), то 𝑈 +

+𝑊 = 𝐿(𝑎̄1, . . . , 𝑎̄𝑘, 𝑏̄1, . . . , 𝑏̄𝑚).

3.2 Примеры решения задач
Пример 3.1. Является ли подпространством линейно-

го пространства R𝑛[𝑥] множество всех многочленов 𝑓 (𝑥),
удовлетворяющих условию 2𝑓 (1)− 𝑓 (2) = 0?
� Пусть 𝐾 — данное множество многочленов, т. е.

𝐾 = {𝑓 (𝑥) ∈ R𝑛[𝑥] | 2𝑓 (1)− 𝑓 (2) = 0}.
Пусть 𝑓1(𝑥), 𝑓2(𝑥) ∈ 𝐾. Тогда 2𝑓1(1)−𝑓1(2) = 0 и 2𝑓2(1) −
− 𝑓2(2) = 0.

Покажем, что 𝑓1(𝑥) + 𝑓2(𝑥) ∈ 𝐾.
2(𝑓1 + 𝑓2)(1)− (𝑓1 + 𝑓2)(2) =

= 2(𝑓1(1) + 𝑓2(1))− (𝑓1(2) + 𝑓2(2)) =

= (2𝑓1(1)− 𝑓1(2)) + (2𝑓2(1)− 𝑓2(2)) = 0 + 0 = 0.

Следовательно, 𝑓1(𝑥) + 𝑓2(𝑥) ∈ 𝐾.
Покажем, что α𝑓1(𝑥) ∈ 𝐾 для любого α ∈ R.

2(α𝑓1)(1)− (α𝑓1)(2) = 2(α𝑓1(1))− α𝑓1(2) =

= α(2𝑓1(1)− 𝑓1(2)) = α · 0 = 0.

Следовательно, α𝑓1(𝑥) ∈ 𝐾.
Таким образом, по определению, 𝐾 — подпространство

линейного пространства R𝑛[𝑥].
Ответ: является. �

Пример 3.2. Найдите размерность и базис линейной
оболочки 𝐿(𝑎̄1, 𝑎̄2, 𝑎̄3, 𝑎̄4) системы векторов из R4, если
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𝑎̄1 = (1,−1, 3,−2), 𝑎̄2 = (−2, 1,−4, 1), 𝑎̄3 = (−1, 0,−1,−1),
𝑎̄4 = (−3, 1,−5, 0).
� Составим матрицу 𝐴, строками которой являются век-
торы 𝑎̄1, 𝑎̄2, 𝑎̄3, 𝑎̄4, и приведем ее к ступенчатому виду.

𝐴 =

⎛⎜⎜⎜⎝
1 −1 3 −2

−2 1 −4 1

−1 0 −1 −1

−3 1 −5 0

⎞⎟⎟⎟⎠ 𝐼𝐼+𝐼·2,𝐼𝐼𝐼+𝐼−−−−−−−→
𝐼𝑉+𝐼·3

−→

⎛⎜⎜⎜⎝
1 −1 3 −2

0 −1 2 −3

0 −1 2 −3

0 −2 4 −6

⎞⎟⎟⎟⎠ 𝐼𝐼𝐼+𝐼𝐼·(−1)−−−−−−−→
𝐼𝑉+𝐼𝐼·(−2)

⎛⎜⎜⎜⎝
1 −1 3 −2

0 −1 2 −3

0 0 0 0

0 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎠ .

Ранг матрицы 𝐴 равен размерности 𝐿(𝑎̄1, 𝑎̄2, 𝑎̄3, 𝑎̄4), т. е.
dim𝐿(𝑎̄1, 𝑎̄2, 𝑎̄3, 𝑎̄4) = 2.

Чтобы найти базис линейной оболочки, надо пользо-
ваться следующим правилом: в матрице 𝐴 строки соот-
ветствуют векторам 𝑎̄1, 𝑎̄2, 𝑎̄3, 𝑎̄4, соответственно. По хо-
ду элементарных преобразований при перестановке строк
надо следить за соответствием строк векторам. Базис об-
разуют векторы, которые соответствуют ненулевым стро-
кам в ступенчатой матрице.

Так как при приведении матрицы 𝐴 к ступенчатому
виду строки не менялись местами, то в ступенчатой мат-
рице ненулевые строки соответствуют векторам 𝑎̄1, 𝑎̄2.
Следовательно, 𝑎̄1, 𝑎̄2 образуют базис линейной оболоч-
ки 𝐿(𝑎̄1, 𝑎̄2, 𝑎̄3, 𝑎̄4).

Ответ: dim𝐿(𝑎̄1, 𝑎̄2, 𝑎̄3, 𝑎̄4) = 2; 𝑎̄1, 𝑎̄2 — базис. �

Пример 3.3. Найдите базис и размерность линейной
оболочки 𝐿(𝑧1, 𝑧2) системы векторов действительного ли-
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нейного пространства C, если 𝑧1 = 2− 3𝑖, 𝑧2 = −1 + 4𝑖.
� Составим матрицу 𝐴, строки которой составлены из
чисел 𝑎 и 𝑏 для каждого комплексного числа 𝑧 = 𝑎 + 𝑏𝑖:

𝐴 =

(︂
2 −3

−1 4

)︂
.

Приведем матрицу 𝐴 к ступенчатому виду.

𝐴 =

(︂
2 −3

−1 4

)︂
𝐼↔𝐼𝐼−−−→

(︂
−1 4

2 −3

)︂
𝐼𝐼+𝐼·2−−−→

(︂
−1 4

0 5

)︂
.

Таким образом, dim𝐿(𝑧1, 𝑧2) = 2, 𝑧2 и 𝑧1 — базис 𝐿(𝑧1, 𝑧2).
Ответ: 𝑧2, 𝑧1 — базис 𝐿(𝑧1, 𝑧2), dim𝐿(𝑧1, 𝑧2) = 2. �

Пример 3.4. Будет ли 𝐿(𝑓1, 𝑓2, 𝑓3) = R2[𝑥], если 𝑓1 =

= −2𝑥2 + 3𝑥− 1, 𝑓2 = 𝑥2 − 2𝑥 + 4, 𝑓3 = −𝑥2 + 5𝑥− 2?
� Если dim𝐿(𝑓1, 𝑓2, 𝑓3) = dimR2[𝑥], то по лемме 3.3
𝐿(𝑓1, 𝑓2, 𝑓3) = R2[𝑥]. Если же dim𝐿(𝑓1, 𝑓2, 𝑓3) < dimR2[𝑥],
то 𝐿(𝑓1, 𝑓2, 𝑓3) ̸= R2[𝑥]. Известно, что dimR2[𝑥] = 3.

Найдем размерность 𝐿(𝑓1, 𝑓2, 𝑓3). Составим матрицу 𝐴,
строки которой составлены из коэффициентов при степе-
нях 𝑥, и приведем ее к ступенчатому виду.

𝐴 =

⎛⎝ −2 3 −1

1 −2 4

−1 5 −2

⎞⎠ 𝐼↔𝐼𝐼−−−→

⎛⎝ 1 −2 4

−2 3 −1

−1 5 −2

⎞⎠ 𝐼𝐼+𝐼·2−−−→
𝐼𝐼𝐼+𝐼

−→

⎛⎝ 1 −2 4

0 −1 7

0 3 2

⎞⎠ 𝐼𝐼𝐼+𝐼𝐼·3−−−−−→

⎛⎝ 1 −2 4

0 −1 7

0 0 19

⎞⎠ .

Таким образом, dim𝐿(𝑓1, 𝑓2, 𝑓3) = 3 и 𝐿(𝑓1, 𝑓2, 𝑓3) = R2[𝑥].
Ответ: да. �

Пример 3.5. Найдите базис и размерность линей-
ной оболочки 𝐿(𝐴1, 𝐴2, 𝐴3) векторов линейного простран-
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ства 𝑀(2,R), если

𝐴1 =

(︂
3 −2

1 4

)︂
, 𝐴2 =

(︂
−2 1

4 3

)︂
, 𝐴3 =

(︂
1 −3

2 1

)︂
.

� Составим матрицу 𝐴, строками которой являются по-
следовательности элементов строк матриц 𝐴1, 𝐴2, 𝐴3:

𝐴 =

⎛⎝ 3 −2 1 4

−2 1 4 3

1 −3 2 1

⎞⎠ .

Приведем матрицу 𝐴 к ступенчатому виду

𝐴 =

⎛⎝ 3 −2 1 4

−2 1 4 3

1 −3 2 1

⎞⎠ 𝐼↔𝐼𝐼𝐼−−−→

⎛⎝ 1 −3 2 1

−2 1 4 3

3 −2 1 4

⎞⎠ 𝐼𝐼+𝐼·2−−−−−−→
𝐼𝐼𝐼+𝐼·(−3)

−→

⎛⎝ 1 −3 2 1

0 −5 8 5

0 7 −5 1

⎞⎠ 𝐼𝐼𝐼·5+𝐼𝐼·7−−−−−−→

⎛⎝ 1 −3 2 1

0 −5 8 5

0 0 31 40

⎞⎠ .

Таким образом, dim𝐿(𝐴1, 𝐴2, 𝐴3) = 3, а векторы 𝐴3,
𝐴2, 𝐴1 — базис 𝐿(𝐴1, 𝐴2, 𝐴3).

Ответ: dim𝐿(𝐴1, 𝐴2, 𝐴3) = 3, векторы 𝐴3, 𝐴2, 𝐴1 —
базис 𝐿(𝐴1, 𝐴2, 𝐴3). �

Пример 3.6. Найдите размерность пересечения под-
пространств 𝐿(𝑎̄1, 𝑎̄2, 𝑎̄3) и 𝐿(𝑏̄1, 𝑏̄2) линейного простран-
ства R3. Принадлежит ли вектор 𝑥̄ подпространствам
𝐿(𝑎̄1, 𝑎̄2, 𝑎̄3) и 𝐿(𝑏̄1, 𝑏̄2), если 𝑎̄1 = (1,−2, 3), 𝑎̄2 = (2,−1, 4),
𝑎̄3 = (1,−1, 0), 𝑏̄1 = (−2, 1, 3), 𝑏̄2 = (−1, 0, 2), 𝑥̄ = (1, 4, 1)?
� Воспользуемся формулой Грассмана

dim(𝐿(𝑎̄1, 𝑎̄2, 𝑎̄3) + 𝐿(𝑏̄1, 𝑏̄2)) = dim𝐿(𝑎̄1, 𝑎̄2, 𝑎̄3)+

+dim𝐿(𝑏̄1, 𝑏̄2)− dim(𝐿(𝑎̄1, 𝑎̄2, 𝑎̄3) ∩ 𝐿(𝑏̄1, 𝑏̄2)).

Так как 𝐿(𝑎̄1, 𝑎̄2, 𝑎̄3) + 𝐿(𝑏̄1, 𝑏̄2) = 𝐿(𝑎̄1, 𝑎̄2, 𝑎̄3, 𝑏̄1, 𝑏̄2), то
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из формулы Грассмана
dim(𝐿(𝑎̄1, 𝑎̄2, 𝑎̄3) ∩ 𝐿(𝑏̄1, 𝑏̄2)) =

= dim𝐿(𝑎̄1, 𝑎̄2, 𝑎̄3) + dim𝐿(𝑏̄1, 𝑏̄2)− dim𝐿(𝑎̄1, 𝑎̄2, 𝑎̄3, 𝑏̄1, 𝑏̄2).

1) Находим размерность подпространства 𝐿(𝑎̄1, 𝑎̄2, 𝑎̄3).
Для этого находим ранг матрицы 𝐴, строками которой
являются векторы 𝑎̄1, 𝑎̄2, 𝑎̄3.

𝐴 =

⎛⎝ 1 −2 3

2 −1 4

1 −1 0

⎞⎠ 𝐼𝐼+𝐼·(−2)−−−−−−→
𝐼𝐼𝐼+𝐼·(−1)

⎛⎝ 1 −2 3

0 3 −2

0 1 −3

⎞⎠ 𝐼𝐼+𝐼𝐼𝐼·(−3)−−−−−−−→
𝐼𝐼↔𝐼𝐼𝐼

−→

⎛⎝ 1 −2 3

0 1 −3

0 0 7

⎞⎠
Так как ранг матрицы 𝐴 равен 3, то dim𝐿(𝑎̄1, 𝑎̄2, 𝑎̄3) = 3.

2) Находим размерность подпространства 𝐿(𝑏̄1, 𝑏̄2).

𝐵 =

(︂
−2 1 3

−1 0 2

)︂
𝐼↔𝐼𝐼−−−→

(︂
−1 0 2

−2 1 3

)︂
𝐼𝐼+𝐼·(−2)−−−−−→

−→
(︂

−1 0 2

0 1 −1

)︂
.

Итак, dim𝐿(𝑏̄1, 𝑏̄2) = 2.
3) Находим размерность 𝐿(𝑎̄1, 𝑎̄2, 𝑎̄3, 𝑏̄1, 𝑏̄2).

𝐶 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1 −2 3

2 −1 4

1 −1 0

−2 1 3

−1 0 2

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠
𝐼𝐼+𝐼·(−2),𝐼𝐼𝐼+𝐼·(−1)−−−−−−−−−−−−→

𝐼𝑉+𝐼·2,𝑉+𝐼
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−→

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1 −2 3

0 3 −2

0 1 −3

0 −3 9

0 −2 5

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ 𝐼𝐼↔𝐼𝐼𝐼−−−−→

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1 −2 3

0 1 −3

0 3 −2

0 −3 9

0 −2 5

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠
𝐼𝐼𝐼+𝐼𝐼·(−3)−−−−−−−−−→

𝐼𝑉+𝐼𝐼·3,𝑉+𝐼𝐼·2

−→

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1 −2 3

0 1 −3

0 0 7

0 0 0

0 0 −1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ 𝐼𝐼𝐼↔𝑉−−−−→

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1 −2 3

0 1 −3

0 0 −1

0 0 0

0 0 7

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ 𝑉+𝐼𝐼𝐼·7−−−−→

−→

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1 −2 3

0 1 −3

0 0 −1

0 0 0

0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .

Так как ранг матрицы 𝐶 равен 3, то
dim𝐿(𝑎̄1, 𝑎̄2, 𝑎̄3, 𝑏̄1, 𝑏̄2) = 3.

Таким образом,
dim(𝐿(𝑎̄1, 𝑎̄2, 𝑎̄3) ∩ 𝐿(𝑏̄1, 𝑏̄2)) = 3 + 2− 3 = 2.

Выясним, принадлежит ли вектор 𝑥̄ = (1,4,1) подпро-
странству 𝐿(𝑏̄1, 𝑏̄2). Предположим, что 𝑥̄ ∈ 𝐿(𝑏̄1, 𝑏̄2). Тогда

α1𝑏̄1 + α2𝑏̄2 = 𝑥̄,

α1(−2,1,3) + α2(−1,0,2) = (1,4,1),

откуда ⎧⎪⎨⎪⎩
−2α1 − α2 = 1,

α1 = 4,

3α1 + 2α2 = 1.
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⎛⎝ −2 −1 1

1 0 4

3 2 1

⎞⎠ 𝐼↔𝐼𝐼−−−→

⎛⎝ 1 0 4

−2 −1 1

3 2 1

⎞⎠ 𝐼𝐼+𝐼·2−−−−−−→
𝐼𝐼𝐼+𝐼·(−3)

−→

⎛⎝ 1 0 4

0 −1 9

0 2 −11

⎞⎠ 𝐼𝐼𝐼+𝐼𝐼·2−−−−−→

⎛⎝ 1 0 4

0 −1 9

0 0 7

⎞⎠
Так как ранг матрицы системы равен 2, а ранг расши-

ренной матрицы системы — 3, то по теореме Кронекера-
Капелли система несовместна. Следовательно, необходи-
мые α1 и α2 не существуют. Это означает, что вектор 𝑥̄ не
принадлежит 𝐿(𝑏̄1, 𝑏̄2).

По лемме 3.3 подпространство 𝐿(𝑎̄1, 𝑎̄2, 𝑎̄3) = R3, по-
этому вектор 𝑥̄ ∈ 𝐿(𝑎̄1, 𝑎̄2, 𝑎̄3).

Ответ: dim(𝐿(𝑎̄1, 𝑎̄2, 𝑎̄3)∩𝐿(𝑏̄1, 𝑏̄2)) = 2; 𝑥̄ ∈ 𝐿(𝑎̄1, 𝑎̄2, 𝑎̄3);
𝑥̄ /∈ 𝐿(𝑏̄1, 𝑏̄2). �

Пример 3.7. Пусть в пространстве R4 заданы под-
пространства 𝐴 = 𝐿(𝑎̄1, 𝑎̄2) и 𝐵 = 𝐿(𝑎̄3, 𝑎̄4), где 𝑎̄1 =

= (1,1, − 1, − 1), 𝑎̄2 = (3, − 1,1, − 2), 𝑎̄3 = (2,1,2, − 3),
𝑎̄4 = (1,2,3,− 3). Докажите, что R4 = 𝐴⊕𝐵. Представьте
вектор 𝑥̄ = (0,2,0, − 1) в виде 𝑥̄ = 𝑥̄1 + 𝑥̄2, где 𝑥̄1 ∈ 𝐴,
𝑥̄2 ∈ 𝐵.
� По теореме 3.7

𝐴 +𝐵 = 𝐿(𝑎̄1, 𝑎̄2) + 𝐿(𝑎̄3, 𝑎̄4) = 𝐿(𝑎̄1, 𝑎̄2, 𝑎̄3, 𝑎̄4).

Найдем dim(𝐴 +𝐵).

𝐹 =

⎛⎜⎜⎜⎝
1 1 −1 −1

3 −1 1 −2

2 1 2 −3

1 2 3 −3

⎞⎟⎟⎟⎠ 𝐼𝐼+𝐼·(−3),𝐼𝐼𝐼+𝐼·(−2)−−−−−−−−−−−−→
𝐼𝑉+𝐼·(−1)
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→

⎛⎜⎜⎜⎝
1 1 −1 −1

0 −4 4 1

0 −1 4 −1

0 1 4 −2

⎞⎟⎟⎟⎠ 𝐼𝐼↔𝐼𝑉−−−−→

⎛⎜⎜⎜⎝
1 1 −1 −1

0 1 4 −2

0 −1 4 −1

0 −4 4 1

⎞⎟⎟⎟⎠ 𝐼𝐼𝐼+𝐼𝐼−−−−→
𝐼𝑉+𝐼𝐼·4

→

⎛⎜⎜⎜⎝
1 1 −1 −1

0 1 4 −2

0 0 8 −3

0 0 20 −7

⎞⎟⎟⎟⎠ 𝐼𝑉 ·2+𝐼𝐼𝐼·(−5)−−−−−−−−→

⎛⎜⎜⎜⎝
1 1 −1 −1

0 1 4 −2

0 0 8 −3

0 0 0 1

⎞⎟⎟⎟⎠ .

Так как 𝑟(𝐹 ) = 4, то dim(𝐴+𝐵) = 4. Поскольку 𝐴+𝐵 —
подпространство пространства R4 размерности 4, то по
лемме 3.3 𝐴 +𝐵 = R4.

Пусть вектор 𝑦 = (𝑦1, 𝑦2, 𝑦3, 𝑦4) ∈ 𝐴∩𝐵. Тогда 𝑦 ∈ 𝐴 и
𝑦 = α1𝑎̄1 + α2𝑎̄2. Также 𝑦 ∈ 𝐵 и поэтому 𝑦 = α3𝑎̄3 + α4𝑎̄4.
Следовательно,

α1𝑎̄1 + α2𝑎̄2 = α3𝑎̄3 + α4𝑎̄4,

откуда
α1𝑎̄1 + α2𝑎̄2 − α3𝑎̄3 − α4𝑎̄4 = 0̄.

Но, находя ранг матрицы 𝐹 , мы показали, что векторы
𝑎̄1, 𝑎̄2, 𝑎̄3, 𝑎̄4 линейно независимы. Поэтому α1 = α2 =

= α3 = α4 = 0. Следовательно, 𝑦 = 0̄ и 𝐴 ∩ 𝐵 = {0̄}. Это
означает, что R4 = 𝐴⊕𝐵.

Пусть вектор
𝑥̄ = β1𝑎̄1 + β2𝑎̄2 + β3𝑎̄3 + β4𝑎̄4,

β1(1,1,− 1,− 1) + β2(3,− 1,1,− 2)+

+β3(2,1,2,− 3) + β4(1,2,3,− 3) = (0,2,0,− 1),
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откуда ⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
β1 + 3β2 + 2β3 + β4 = 0,

β1 − β2 + β3 + 2β4 = 2,

−β1 + β2 + 2β3 + 3β4 = 0,

−β1 − 2β2 − 3β3 − 3β4 = −1.

Решим систему методом Гаусса⎛⎜⎜⎜⎝
1 3 2 1 0

1 −1 1 2 2

−1 1 2 3 0

−1 −2 −3 −3 −1

⎞⎟⎟⎟⎠ 𝐼𝐼+𝐼·(−1),𝐼𝐼𝐼+𝐼−−−−−−−−−→
𝐼𝑉+𝐼

−→

⎛⎜⎜⎜⎝
1 3 2 1 0

0 −4 −1 1 2

0 4 4 4 0

0 1 −1 −2 −1

⎞⎟⎟⎟⎠ 𝐼𝐼↔𝐼𝑉−−−−→
𝐼𝑉↔𝐼𝐼𝐼

−→

⎛⎜⎜⎜⎝
1 3 2 1 0

0 1 −1 −2 −1

0 −4 −1 1 2

0 4 4 4 0

⎞⎟⎟⎟⎠ 𝐼𝐼𝐼+𝐼𝐼·4−−−−−−→
𝐼𝑉+𝐼𝐼·(−4)

−→

⎛⎜⎜⎜⎝
1 3 2 1 0

0 1 −1 −2 −1

0 0 −5 −7 −2

0 0 8 12 4

⎞⎟⎟⎟⎠ 𝐼𝑉 ·1/4−−−→

−→

⎛⎜⎜⎜⎝
1 3 2 1 0

0 1 −1 −2 −1

0 0 −5 −7 −2

0 0 2 3 1

⎞⎟⎟⎟⎠ 𝐼𝑉 ·5+𝐼𝐼𝐼·2−−−−−−→
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−→

⎛⎜⎜⎜⎝
1 3 2 1 0

0 1 −1 −2 −1

0 0 −5 −7 −2

0 0 0 1 1

⎞⎟⎟⎟⎠ .

Так как ранг матрицы системы равен рангу расширен-
ной матрицы системы, то по теореме Кронекера-Капелли
система совместна.⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

β1 + 3β2 + 2β3 + β4 = 0,

β2 − β3 − 2β4 = −1,

−5β3 − 7β4 = −2,

β4 = 1.
Число уравнений ступенчатой системы равно числу неиз-
вестных, поэтому система имеет единственное решение.

β4 = 1,

−5β3 − 7 = −2, β3 = −1,

β2 + 1− 2 = −1, β2 = 0,

β1 − 2 + 1 = 0, β1 = 1.

Таким образом, вектор 𝑥̄ = 𝑎̄1−𝑎̄3+𝑎̄4. Следовательно,
𝑥̄ = 𝑥̄1 + 𝑥̄2, где 𝑥̄1 = 𝑎̄1 ∈ 𝐴, 𝑥̄2 = −𝑎̄3 + 𝑎̄4 ∈ 𝐵.

Ответ: 𝑥̄ = 𝑥̄1+ 𝑥̄2, где 𝑥̄1 = 𝑎̄1 ∈ 𝐴, 𝑥̄2 = −𝑎̄3+ 𝑎̄4 ∈ 𝐵.
�

3.3 Индивидуальные задания
1.1–1.5 Является ли подпространством линейного про-

странства R𝑛[𝑥] множество многочленов 𝑓 (𝑥) ∈ R𝑛[𝑥],
удовлетворяющих условию:

1.1 𝑓 (−𝑥) = 𝑓 (𝑥)?
1.2 𝑓 (−𝑥) = −𝑓 (𝑥)?
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1.3 𝑓 (0)− 2𝑓 (1) = 0?
1.4 𝑓 (1) + 𝑓 (2) + 𝑓 (3) = 0?
1.5 𝑓 (3) = 1?
1.6–1.10 Является ли подпространством линейного про-

странства 𝑀2(C):
1.6 множество невырожденных квадратных матриц по-

рядка 2 над полем C?
1.7 множество всех матриц из пространства 𝑀2(C), пе-

рестановочных с фиксированной матрицей 𝐴 ∈ 𝑀2(C)?
1.8 множество вырожденных квадратных матриц по-

рядка 2 над полем C?
1.9 множество всех матриц

𝐴 =

(︂
𝑎 𝑏

𝑐 𝑑

)︂
∈ 𝑀2(C),

удовлетворяющих условию 𝑎 + 𝑑 = 0?
1.10 множество всех матриц

𝐴 =

(︂
𝑎 𝑏

𝑏 𝑎

)︂
∈ 𝑀2(C),

удовлетворяющих условию 𝑎 + 𝑏 = 1?
1.11–1.15 Является ли подпространством линейного про-

странства R𝑛 множество всех (α1,α2, . . . ,α𝑛) ∈ R𝑛 таких,
что:

1.11 α1 = α𝑛?
1.12 α1 = α2 + α3 + . . . + α𝑛?
1.13 α1 = α2 = 0?
1.14 α𝑛 = α𝑛−1 = 1?
1.15 α1 + α2 + . . . + α𝑛 = 0?

2 Найдите базис и размерность линейной оболочки
𝐿(𝑎1, 𝑎2, 𝑎3, 𝑎4) системы векторов из линейного простран-
ства R4.
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2.1 𝑎̄1 = (1,0,0,− 1), 𝑎̄2 = (2,1,1,0),

𝑎̄3 = (1,1,1,1), 𝑎̄4 = (−1,4,3,2).

2.2 𝑎̄1 = (1,1,1,1), 𝑎̄2 = (1,1,− 1,− 1),

𝑎̄3 = (2,2,0,0), 𝑎̄4 = (3,3,− 1,− 1).

2.3 𝑎̄1 = (1,2,1,2), 𝑎̄2 = (2,1,2,1),

𝑎̄3 = (1,− 1,1,− 1), 𝑎̄4 = (1,1,1,1).

2.4 𝑎̄1 = (−1,1,0,1), 𝑎̄2 = (2,0,1,1),

𝑎̄3 = (1,1,− 1,1), 𝑎̄4 = (0,2,− 1,2).

2.5 𝑎̄1 = (0,1,1,2), 𝑎̄2 = (−3,1,0,− 1),

𝑎̄3 = (−1,2,1,− 1), 𝑎̄4 = (2,1,1,0).

2.6 𝑎̄1 = (−1,1,2,1), 𝑎̄2 = (−1,2,1,3),

𝑎̄3 = (0,1,− 1,2), 𝑎̄4 = (2,− 3,− 3,− 4).

2.7 𝑎̄1 = (1,− 1,1,− 1), 𝑎̄2 = (0,− 1,2,2),

𝑎̄3 = (1,− 2,3,1), 𝑎̄4 = (0,− 1,1,1).

2.8 𝑎̄1 = (0,1,0,1), 𝑎̄2 = (1,0,1,0),

𝑎̄3 = (2,2,2,3), 𝑎̄4 = (−1,1,1,− 1).

2.9 𝑎̄1 = (0,− 2,1,1), 𝑎̄2 = (1,− 1,2,1),

𝑎̄3 = (1,− 3,3,2), 𝑎̄4 = (−2,0,− 3,− 1).

2.10 𝑎̄1 = (4,1,0,− 1), 𝑎̄2 = (−2,1,2,3),

𝑎̄3 = (−1,3,0,2), 𝑎̄4 = (2,2,2,2).

2.11 𝑎̄1 = (−1,0,2,3), 𝑎̄2 = (1,2,0,1),

𝑎̄3 = (4,3,− 1,2), 𝑎̄4 = (0,1,3,2).

2.12 𝑎̄1 = (2,− 1,1,0), 𝑎̄2 = (2,4,1,− 1),

𝑎̄3 = (−1,1,1,2), 𝑎̄4 = (3,4,3,1).

2.13 𝑎̄1 = (2,− 1,− 1,1), 𝑎̄2 = (−1,3,2,0),

𝑎̄3 = (3,1,0,2), 𝑎̄4 = (−1,− 2,− 1,− 1).

2.14 𝑎̄1 = (−1,1,1,3), 𝑎̄2 = (2,− 1,4,2),

𝑎̄3 = (1,1,− 2,1), 𝑎̄4 = (2,1,3,6).

2.15 𝑎̄1 = (1,0,2,− 1), 𝑎̄2 = (2,1,− 1,3),

𝑎̄3 = (−1,1,4,2), 𝑎̄4 = (3,1,− 1,0).
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3 Будет ли 𝐿(𝑧1, 𝑧2) совпадать с действительным ли-
нейным пространством C?.

3.1 𝑧1 = 1 + 2𝑖, 𝑧2 = −2− 4𝑖.

3.2 𝑧1 = 3− 𝑖, 𝑧2 = −6 + 𝑖.

3.3 𝑧1 = 2− 𝑖, 𝑧2 = −6− 3𝑖.

3.4 𝑧1 = −1 + 𝑖, 𝑧2 = 2− 2𝑖.

3.5 𝑧1 = −3 + 2𝑖, 𝑧2 = 3− 𝑖.

3.6 𝑧1 = −2𝑖, 𝑧2 = 3𝑖.

3.7 𝑧1 = 4− 𝑖, 𝑧2 = −12 + 3𝑖.

3.8 𝑧1 = 2𝑖, 𝑧2 = −1− 𝑖.

3.9 𝑧1 = −1 + 2𝑖, 𝑧2 = 2− 𝑖.

3.10 𝑧1 = 1 + 𝑖, 𝑧2 = −2− 2𝑖.

3.11 𝑧1 = 2 + 𝑖, 𝑧2 = −4 + 2𝑖.

3.12 𝑧1 = −2 + 4𝑖, 𝑧2 = −1− 2𝑖.

3.13 𝑧1 = −1 + 4𝑖, 𝑧2 = 2− 8𝑖.

3.14 𝑧1 = −1 + 3𝑖, 𝑧2 = 3− 6𝑖.

3.15 𝑧1 = 2− 3𝑖, 𝑧2 = −4− 6𝑖.

4.1–4.8 Найдите базис и размерность линейной оболоч-
ки 𝐿(𝑎1, 𝑎2, 𝑎3) векторов линейного пространства R2[𝑥].
Принадлежит ли вектор 𝑓 линейной оболочке 𝐿(𝑎1, 𝑎2, 𝑎3)?

4.1 𝑎1 = 𝑥2 + 𝑥 + 1, 𝑎2 = 𝑥2 − 𝑥,

𝑎3 = −2𝑥− 1, 𝑓 = 𝑥2 + 2𝑥 + 4.

4.2 𝑎1 = 3𝑥2 − 1, 𝑎2 = 2𝑥 + 1,

𝑎3 = 𝑥2 + 𝑥− 1, 𝑓 = 𝑥2 − 2𝑥 + 3.

4.3 𝑎1 = 2𝑥− 1, 𝑎2 = 𝑥2 + 2𝑥− 1,

𝑎3 = 𝑥2 + 𝑥, 𝑓 = −3𝑥2 + 𝑥− 2.

4.4 𝑎1 = −𝑥2 + 1, 𝑎2 = 𝑥2 − 3𝑥,

𝑎3 = 2𝑥2 − 3𝑥− 1, 𝑓 = 2𝑥2 − 3𝑥 + 4.

4.5 𝑎1 = 𝑥2 + 𝑥− 3, 𝑎2 = −3𝑥2 + 2𝑥,
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𝑎3 = 5𝑥− 9, 𝑓 = 𝑥2 − 2𝑥− 2.

4.6 𝑎1 = −𝑥2 + 3𝑥 + 2, 𝑎2 = 2𝑥− 5,

𝑎3 = 2𝑥2 − 5𝑥− 3, 𝑓 = 3𝑥2 − 2𝑥 + 1.

4.7 𝑎1 = 𝑥2 − 𝑥 + 4, 𝑎2 = −2𝑥2 + 3𝑥− 1,

𝑎3 = −𝑥2 + 2𝑥 + 3, 𝑓 = 𝑥2 + 11.

4.8 𝑎1 = −𝑥2 − 2𝑥 + 3, 𝑎2 = 3𝑥2 + 4𝑥− 1,

𝑎3 = 2𝑥2 + 2𝑥 + 2, 𝑓 = 𝑥2 + 5.

4.9–4.15 Найдите базис, а также размерность линейной
оболочки 𝐿(𝐴1, 𝐴2, 𝐴3) векторов линейного пространства
𝑀(2,R). Принадлежит ли вектор 𝐵 линейной оболочке
𝐿(𝐴1, 𝐴2, 𝐴3)?

4.9 𝐴1 =

(︂
1 1

2 1

)︂
, 𝐴2 =

(︂
−1 3

2 1

)︂
,

𝐴3 =

(︂
0 4

4 2

)︂
, 𝐵 =

(︂
1 5

6 3

)︂
.

4.10 𝐴1 =

(︂
−1 2

0 1

)︂
, 𝐴2 =

(︂
−4 4

−1 −3

)︂
,

𝐴3 =

(︂
3 −2

1 4

)︂
, 𝐵 =

(︂
3 −2

1 2

)︂
.

4.11 𝐴1 =

(︂
2 1

−3 2

)︂
, 𝐴2 =

(︂
0 1

−1 2

)︂
,

𝐴3 =

(︂
1 3

2 −1

)︂
, 𝐵 =

(︂
3 −1

0 1

)︂
.

4.12 𝐴1 =

(︂
−1 2

4 3

)︂
, 𝐴2 =

(︂
0 1

1 1

)︂
,

𝐴3 =

(︂
−2 1

3 2

)︂
, 𝐵 =

(︂
1 −3

3 0

)︂
.

4.13 𝐴1 =

(︂
−1 2

1 3

)︂
, 𝐴2 =

(︂
3 −4

−2 −1

)︂
,
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𝐴3 =

(︂
4 −6

−3 −4

)︂
, 𝐵 =

(︂
1 −1

2 4

)︂
.

4.14 𝐴1 =

(︂
−2 1

4 3

)︂
, 𝐴2 =

(︂
1 −2

3 0

)︂
,

𝐴3 =

(︂
1 3

−2 1

)︂
, 𝐵 =

(︂
2 1

4 1

)︂
.

4.15 𝐴1 =

(︂
2 −3

1 2

)︂
, 𝐴2 =

(︂
−1 4

0 −1

)︂
,

𝐴3 =

(︂
3 −7

1 3

)︂
, 𝐵 =

(︂
−1 9

1 −1

)︂
.

5 Найдите размерность пересечения подпространств
𝐿(𝑎̄1,𝑎̄2,𝑎̄3), 𝐿(𝑏̄1,𝑏̄2) векторов линейного пространства R3.

5.1 𝑎̄1 = (1,−1,2), 𝑎̄2 = (3,0,2), 𝑎̄3 = (2,1,0),

𝑏̄1 = (1,1,3), 𝑏̄2 = (0,1,2).

5.2 𝑎̄1 = (0,1,3), 𝑎̄2 = (−1,2,0), 𝑎̄3 = (−1,3,3),
𝑏̄1 = (−1,2,3), 𝑏̄2 = (2,−4,−6).

5.3 𝑎̄1 = (−2,3,−1), 𝑎̄2 = (1,1,−2), 𝑎̄3 = (−3,2,1),
𝑏̄1 = (3,2,3), 𝑏̄2 = (−1,0,1).

5.4 𝑎̄1 = (0,−1,1), 𝑎̄2 = (1,2,−2), 𝑎̄3 = (1,1,−1),

𝑏̄1 = (−2,1,2), 𝑏̄2 = (4,−2,−4).

5.5 𝑎̄1 = (−2,1,0), 𝑎̄2 = (0,1,−1), 𝑎̄3 = (1,−2,1),

𝑏̄1 = (1,1,−1), 𝑏̄2 = (0,−1,1).

5.6 𝑎̄1 = (1,1,−1), 𝑎̄2 = (−2,0,3), 𝑎̄3 = (−1,1,2),
𝑏̄1 = (0,1,3), 𝑏̄2 = (2,1,0).

5.7 𝑎̄1 = (2,1,−1), 𝑎̄2 = (−1,2,0), 𝑎̄3 = (2,3,−1),

𝑏̄1 = (−1,3,1), 𝑏̄2 = (4,0,2).

5.8 𝑎̄1 = (−1,0,1), 𝑎̄2 = (2,−1,3), 𝑎̄3 = (1,−1,4),

𝑏̄1 = (−1,2,4), 𝑏̄2 = (2,−4,−8).

5.9 𝑎̄1 = (0,1,−1), 𝑎̄2 = (−1,−1,2), 𝑎̄3 = (−1,0,1),
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𝑏̄1 = (5,−1, 2), 𝑏̄2 = (−1,3,1).
5.10 𝑎̄1 = (2,−3,1), 𝑎̄2 = (−3,2,0), 𝑎̄3 = (1,−1,1),

𝑏̄1 = (1,−1,3), 𝑏̄2 = (−2,2,−6).

5.11 𝑎̄1 = (1,−1,2), 𝑎̄2 = (1,3,0), 𝑎̄3 = (1,2,2),

𝑏̄1 = (−3,2,1), 𝑏̄2 = (4,3,−1).

5.12 𝑎̄1 = (−2,1,2), 𝑎̄2 = (0,−2,−1), 𝑎̄3 = (−2,−1,1),

𝑏̄1 = (3,2,0), 𝑏̄2 = (−3,−2,0).

5.13 𝑎̄1 = (−1,1,0), 𝑎̄2 = (0,−1,1), 𝑎̄3 = (−1,2,−1),

𝑏̄1 = (1,−2,3), 𝑏̄2 = (2,1,1).

5.14 𝑎̄1 = (2,−1,3), 𝑎̄2 = (−1,0,2), 𝑎̄3 = (2,−1,1),

𝑏̄1 = (−1,2,1), 𝑏̄2 = (2,1,0).

5.15 𝑎̄1 = (1,1,−1), 𝑎̄2 = (2,−3,0), 𝑎̄3 = (1,−4,1),

𝑏̄1 = (−2,1,3), 𝑏̄2 = (0,−1,1).

6 В линейном пространстве R4 заданы подпростран-
ства 𝐴 = 𝐿(𝑎̄1, 𝑎̄2), 𝐵 = 𝐿(𝑎̄3, 𝑎̄4). Докажите, что R4 =

= 𝐴 ⊕ 𝐵. Представьте вектор 𝑥̄ в виде 𝑥̄ = 𝑥̄1 + 𝑥̄2, где
𝑥̄1 ∈ 𝐴, 𝑥̄2 ∈ 𝐵.

6.1 𝑎̄1 = (−1,1,2,− 1), 𝑎̄2 = (1,0,− 2,2),

𝑎̄3 = (4,− 6,− 9,1), 𝑎̄4 = (5,− 4,− 7,10),

𝑥̄ = (0,4,4,9).

6.2 𝑎̄1 = (−2,4,2,− 2), 𝑎̄2 = (1,− 1,− 1,2),

𝑎̄3 = (3,− 1,− 2,9), 𝑎̄4 = (4,− 9,0,6),

𝑥̄ = (−1,12,− 1,8).

6.3 𝑎̄1 = (1,− 2,3,1), 𝑎̄2 = (2,− 5,6,1),

𝑎̄3 = (−1,5,− 4,1), 𝑎̄4 = (3,− 4,13,10),

𝑥̄ = (1,3,1,4).

6.4 𝑎̄1 = (1,− 2,3,1), 𝑎̄2 = (1,0,3,3),

𝑎̄3 = (−3,7,− 8,− 1), 𝑎̄4 = (−1,5,− 4,2),

𝑥̄ = (−1,− 4,− 1,− 6).
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6.5 𝑎̄1 = (2,− 2,4,2), 𝑎̄2 = (1,0,2,2),

𝑎̄3 = (0,3,1,4), 𝑎̄4 = (−1,0,− 4,− 3),

𝑥̄ = (4,− 1,15,11).

6.6 𝑎̄1 = (1,− 1,2,1), 𝑎̄2 = (−1,0,− 2,− 2),

𝑎̄3 = (−1,3,− 3,0), 𝑎̄4 = (−2,5,0,6),

𝑥̄ = (−2,− 3,3,1).

6.7 𝑎̄1 = (2,− 4,2,2), 𝑎̄2 = (−1,1,− 1,− 2),

𝑎̄3 = (1,− 3,0,− 1), 𝑎̄4 = (1,1,5,9),

𝑥̄ = (5,− 13,− 1,− 5).

6.8 𝑎̄1 = (1,2,− 3,1), 𝑎̄2 = (−1,0,3,1),

𝑎̄3 = (2,5,− 5,4), 𝑎̄4 = (0,3,− 2,2),

𝑥̄ = (0,8,− 7,4).

6.9 𝑎̄1 = (−1,− 2,3,− 1), 𝑎̄2 = (1,4,− 3,3),

𝑎̄3 = (0,1,1,2), 𝑎̄4 = (1,− 1,− 1,1),

𝑥̄ = (−5,− 1,11,− 3).

6.10 𝑎̄1 = (1,3,− 2,1), 𝑎̄2 = (−2,− 5,4,− 1),

𝑎̄3 = (1,5,− 3,2), 𝑎̄4 = (1,6,2,7),

𝑥̄ = (−2,− 10,1,− 8).

6.11 𝑎̄1 = (1,− 3,2,1), 𝑎̄2 = (1,− 4,2,0),

𝑎̄3 = (2,− 3,3,4), 𝑎̄4 = (−1,8,− 4,3),

𝑥̄ = (−2,15,− 7,5).

6.12 𝑎̄1 = (1,2,− 3,1), 𝑎̄2 = (−1,− 1,3,0),

𝑎̄3 = (1,− 1,− 2,− 1), 𝑎̄4 = (0,5,− 1,5),

𝑥̄ = (5,− 3,− 12,− 6).

6.13 𝑎̄1 = (−1,− 2,3,− 1), 𝑎̄2 = (−1,− 1,3,0),

𝑎̄3 = (0,3,− 1,2), 𝑎̄4 = (2,3,− 2,6),

𝑥̄ = (2,− 2,3,7).

6.14 𝑎̄1 = (−2,− 4,0,− 2), 𝑎̄2 = (1,1,− 1,0),

𝑎̄3 = (1,5,4,5), 𝑎̄4 = (1,4,0,2),

𝑥̄ = (4,4,1,3).
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6.15 𝑎̄1 = (1,2,− 3,1), 𝑎̄2 = (1,3,− 3,2),

𝑎̄3 = (−1,− 3,2,− 3), 𝑎̄4 = (2,7,− 4,6),

𝑥̄ = (2,3,− 7,1).
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4 ЛИНЕЙНЫЕ ОТОБРАЖЕНИЯ
ЛИНЕЙНЫХ ПРОСТРАНСТВ

4.1 Элементы теории

4.1.1 Классификация и примеры линейных
отображений

Пусть 𝑉 и 𝑊 — линейные пространства над полем 𝑃 .
Отображение 𝑓 : 𝑉 → 𝑊 называется линейным отобра-
жением пространства 𝑉 в пространство 𝑊 , если вы-
полняются условия:

𝑓 (𝑥̄ + 𝑦) = 𝑓 (𝑥̄) + 𝑓 (𝑦) для всех 𝑥̄,𝑦 ∈ 𝑉, (4.1)
𝑓 (α𝑥̄) = α𝑓 (𝑥̄) для всех 𝑥̄ ∈ 𝑉,α ∈ 𝑃. (4.2)

Условие (4.1) называется условием аддитивности отоб-
ражения 𝑓 . Условие (4.2) называется условием однород-
ности отображения 𝑓 .

Взаимно однозначное линейное отображение линейно-
го пространства 𝑉 в пространство 𝑊 называется изомор-
физмом линейных пространств 𝑉 и 𝑊 .

Линейное отображение пространства 𝑉 в себя называ-
ется линейным оператором пространства 𝑉 . Взаимно-
однозначный линейный оператор пространства 𝑉 назы-
вается линейным преобразованием или автоморфизмом
линейного пространства 𝑉 .

Пример 4.1. Пусть линейное пространство 𝑉 над по-
лем 𝑃 является прямой суммой подпространств 𝑈1 и 𝑈2.
Тогда по теореме 3.5 каждый вектор 𝑥̄ ∈ 𝑉 единствен-
ным образом представим в виде 𝑥̄ = 𝑥̄1 + 𝑥̄2, где 𝑥̄1 ∈ 𝑈1,
𝑥̄2 ∈ 𝑈2. Отображение 𝑝 : 𝑥̄ = 𝑥̄1 + 𝑥2 ↦→ 𝑥̄1 является
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линейным оператором пространства 𝑉 и называется опе-
ратором проектирования пространства 𝑉 на 𝑈1 парал-
лельно 𝑈2. Отображение 𝑠 : 𝑥̄ = 𝑥̄1 + 𝑥̄2 ↦→ 𝑥̄1 − 𝑥̄2 также
является линейным оператором пространства 𝑉 и назы-
вается симметрией относительно подпространства 𝑈1

в направлении 𝑈2.

4.1.2 Свойства линейных отображений

Лемма 4.1 (Критерий линейного отображения).
Пусть 𝑉 и 𝑊 — линейные пространства над полем 𝑃 .
Отображение 𝑓 : 𝑉 → 𝑊 является линейным отоб-
ражением пространства 𝑉 в пространство 𝑊 тогда и
только тогда, когда 𝑓 (α𝑥̄+β𝑦) = α𝑓 (𝑥̄)+β𝑓 (𝑦) для любых
𝑥̄, 𝑦 ∈ 𝑉 и любых α, β ∈ 𝑃 .

Лемма 4.2. Пусть 𝑉 и 𝑊 — линейные пространства
над полем 𝑃 , 𝑓 : 𝑉 → 𝑊 — линейное отображение.
Тогда:

1) если 0̄ и 0̄′ — нулевые элементы пространств 𝑉

и 𝑊 , соответственно, то 𝑓 (0̄) = 0̄′;
2) 𝑓 (−𝑥̄) = −𝑓 (𝑥̄) для любого 𝑥̄ ∈ 𝑉 ;
3) при любых 𝑥̄1, 𝑥̄2, . . . ,𝑥̄𝑛 ∈ 𝑉 и при любых α1,

α2, . . . , α𝑛 ∈ 𝑃 имеет место равенство
𝑓 (α1𝑥̄1 + . . . + α𝑛𝑥̄𝑛) = α1𝑓 (𝑥̄1) + . . . + α𝑛𝑓 (𝑥̄𝑛);

4) если система векторов 𝑥̄1, 𝑥̄2, . . . , 𝑥̄𝑛 ∈ 𝑉 линей-
но зависима, то линейно зависима и система векторов
𝑓 (𝑥̄1), 𝑓 (𝑥̄2), . . . , 𝑓 (𝑥̄𝑛).
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4.1.3 Построение линейного отображения

Теорема 4.3. Пусть 𝑉 и 𝑊 — линейные простран-
ства над полем 𝑃 , 𝑒1, 𝑒2, . . . , 𝑒𝑛 — базис простран-
ства 𝑉 , 𝑎̄1, 𝑎̄2, . . . , 𝑎̄𝑛 — произвольная система векторов
пространства 𝑊 . Тогда существует единственное ли-
нейное отображение 𝑓 : 𝑉 → 𝑊 , при котором 𝑓 (𝑒𝑖) = 𝑎̄𝑖,
𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛.

Эта теорема показывает как можно строить линейные
отображения пространства 𝑉 в пространство 𝑊 . Для по-
строения достаточно задать образы 𝑓 (𝑒1), 𝑓 (𝑒2), . . . , 𝑓 (𝑒𝑛)
векторов некоторого базиса 𝑒1, 𝑒2, . . . , 𝑒𝑛 пространства 𝑉 ,
причем этими образами могут быть произвольные векто-
ры пространства 𝑊 .

4.1.4 Матрица линейного оператора

Пусть 𝑓 — линейный оператор 𝑛-мерного линейного
пространства 𝑉 над полем 𝑃 , 𝑒1, 𝑒2, . . . , 𝑒𝑛 — базис этого
пространства. Так как 𝑓 (𝑒1), 𝑓 (𝑒2), . . . , 𝑓 (𝑒𝑛) ∈ 𝑉 , то их
можно разложить по векторам базиса 𝑒1, 𝑒2, . . . , 𝑒𝑛:⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

𝑓 (𝑒1) = λ11𝑒1 + λ12𝑒2 + . . . + λ1𝑛𝑒𝑛,

𝑓 (𝑒2) = λ21𝑒1 + λ22𝑒2 + . . . + λ2𝑛𝑒𝑛,

. . .

𝑓 (𝑒𝑛) = λ𝑛1𝑒1 + λ𝑛2𝑒2 + . . . + λ𝑛𝑛𝑒𝑛.

(4.3)

26

ГГ
У 
им

. Ф
.  
Ск
ор
ин
ы



Матрица 𝐴 =

⎛⎜⎜⎜⎝
λ11 λ12 . . . λ1𝑛
λ21 λ22 . . . λ2𝑛
. . .

λ𝑛1 λ𝑛2 . . . λ𝑛𝑛

⎞⎟⎟⎟⎠ называется матри-

цей линейного оператора 𝑓 в базисе 𝑒1,𝑒2, . . . ,𝑒𝑛.
Теорема 4.4. Пусть 𝑓 — линейный оператор 𝑛-мер-

ного линейного пространства 𝑉 над полем 𝑃 , 𝑒1, 𝑒2, . . . ,
𝑒𝑛 — базис пространства 𝑉 , 𝑥̄ ∈ 𝑉 . Тогда координатная
строка вектора 𝑓 (𝑥̄) в базисе 𝑒1, 𝑒2, . . . , 𝑒𝑛 вычисляет-
ся по формуле (𝑓 (𝑥̄)) = (𝑥̄)𝐴, где (𝑥̄) — координатная
строка вектора 𝑥̄, 𝐴 — матрица линейного оператора в
базисе 𝑒1, 𝑒2, . . . , 𝑒𝑛.

Матрицы одного и того же линейного оператора в раз-
ных базисах линейного пространства 𝑉 различны, но свя-
заны между собой.

Теорема 4.5. Пусть 𝑓 — линейный оператор 𝑛-мер-
ного линейного пространства 𝑉 над полем 𝑃 , 𝑒1, 𝑒2, . . . ,
𝑒𝑛 и 𝑎̄1, 𝑎̄2, . . . , 𝑎̄𝑛 — базисы пространства 𝑉 , 𝑇 — мат-
рица перехода от базиса 𝑒1, 𝑒2, . . . , 𝑒𝑛 к базису 𝑎̄1, 𝑎̄2, . . . ,
𝑎̄𝑛. Если 𝐴 — матрица оператора 𝑓 в базисе 𝑒1, 𝑒2, . . . ,
𝑒𝑛, 𝐵 – матрица оператора 𝑓 в базисе 𝑎̄1, 𝑎̄2, . . . , 𝑎̄𝑛, то
𝐵 = 𝑇𝐴𝑇−1.

4.1.5 Ядро и образ линейного оператора

Пусть 𝑉 — линейное пространство над полем 𝑃 , 𝑓 —
линейный оператор пространства 𝑉 . Множество

𝐾𝑒𝑟 𝑓 = {𝑥̄ ∈ 𝑉 |𝑓 (𝑥̄) = 0̄}
называется ядром линейного оператора 𝑓 , а множество

𝐼𝑚 𝑓 = {𝑓 (𝑥̄)|𝑥̄ ∈ 𝑉 }
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называется образом линейного оператора 𝑓 .
Лемма 4.6. Ядро и образ линейного оператора про-

странства 𝑉 являются линейными подпространствами
пространства 𝑉 .

Рангом линейного оператора 𝑓 конечномерного ли-
нейного пространства 𝑉 называется размерность подпро-
странства Im𝑓 , т.е. rank𝑓 = dim Im𝑓 .

Дефектом линейного оператора 𝑓 конечномерного про-
странства 𝑉 называется размерность пространства Ker𝑓 ,
т. е. def𝑓 = dim Ker𝑓 .

Теорема 4.7. Пусть 𝑉 — конечномерное линейное
пространство над полем 𝑃 , 𝑓 — линейный оператор про-
странства 𝑉 . Тогда dim𝑉 = rank 𝑓 + def 𝑓 .

На практике ядро и образ линейного оператора нахо-
дится, как правило, с помощью следующей теоремы.

Теорема 4.8. Пусть 𝑓 — линейный оператор про-
странства 𝑉𝑛, 𝐴 — матрица оператора 𝑓 в базисе 𝑒1,
𝑒2, . . . , 𝑒𝑛. Тогда:

1) Im𝑓 = 𝐿(𝑓 (𝑒1), 𝑓 (𝑒2), . . . , 𝑓 (𝑒𝑛));
2) 𝑥̄ ∈ Ker𝑓 тогда и только тогда, когда (𝑥̄)𝐴 = (0̄).

4.1.6 Линейное пространство Hom𝑃𝑉

Множество всех линейный операторов линейного про-
странства 𝑉 над полем 𝑃 будем обозначать Hom𝑃𝑉 . Сум-
мой операторов 𝑓 и 𝑔 называется отображение 𝑓 +𝑔 про-
странства 𝑉 в себя, определяемое для каждого 𝑥̄ ∈ 𝑉

формулой (𝑓 + 𝑔)(𝑥̄) = 𝑓 (𝑥̄) + 𝑔(𝑥̄). Произведением скаля-
ра λ ∈ 𝑃 и линейного оператора 𝑓 ∈ Hom𝑃𝑉 называется
отображение λ𝑓 пространства 𝑉 в себя, определяемое для

28

ГГ
У 
им

. Ф
.  
Ск
ор
ин
ы



каждого 𝑥̄ ∈ 𝑉 формулой (λ𝑓 )(𝑥̄) = λ𝑓 (𝑥̄).
Теорема 4.9. Множество Hom𝑃𝑉 с введенными вы-

ше операциями сложения операторов и умножения ска-
ляра на линейный оператор является линейным про-
странством над полем 𝑃 . Причем, если dim𝑉 = 𝑛, то
Hom𝑃𝑉 ≃ 𝑀𝑛(𝑃 ).

Теорема 4.10. Пусть 𝑓, 𝑔 ∈ Hom𝑃𝑉 , 𝐴, 𝐵 — мат-
рицы операторов 𝑓 и 𝑔 в базисе 𝑒1, 𝑒2, . . . , 𝑒𝑛 простран-
ства 𝑉 . Тогда матрицами операторов 𝑓 + 𝑔 и λ𝑓 , где
λ ∈ 𝑃 , в том же базисе являются матрицы 𝐴+𝐵 и λ𝐴,
соответственно.

4.1.7 Группа линейных преобразований Aut𝑃𝑉

Произведением операторов 𝑓, 𝑔 ∈ Hom𝑃𝑉 называется
отображение 𝑓𝑔 : 𝑉 → 𝑉 , определяемое равенством

(𝑓𝑔)(𝑥̄) = 𝑓 (𝑔(𝑥̄))

для каждого 𝑥̄ ∈ 𝑉 . Произведение 𝑓𝑔 также является
линейным оператором пространства 𝑉 .

Оператор 𝑓 ∈ Hom𝑃𝑉 называется обратимым, если
существует линейный оператор 𝑔 ∈ Hom𝑃𝑉 такой, что
𝑓𝑔 = 𝑔𝑓 = ε, где ε — тождественный оператор простран-
ства 𝑉 . Оператор 𝑔 называется обратным для операто-
ра 𝑓 и обозначается 𝑓−1.

Теорема 4.11. Пусть 𝑓, 𝑔 ∈ Hom𝑃𝑉 , 𝐴, 𝐵 — мат-
рицы операторов 𝑓 и 𝑔 в базисе 𝑒1, 𝑒2, . . . , 𝑒𝑛, соответ-
ственно. Тогда 𝐵𝐴 — матрица линейного оператора 𝑓𝑔 в
базисе 𝑒1, 𝑒2, . . . , 𝑒𝑛. Если оператор 𝑓 обратим, то 𝐴−1 —
матрица линейного оператора 𝑓−1 в том же базисе.

Теорема 4.12 (Критерий обратимости линейного
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оператора). Линейный оператор 𝑓 ∈ Hom𝑃𝑉 обратим
тогда и только тогда, когда 𝑓 — линейное преобразова-
ние пространства 𝑉 .

Множество всех линейных преобразований линейно-
го пространства 𝑉 над полем 𝑃 будем обозначать че-
рез Aut𝑃𝑉 или 𝐺𝐿(𝑉 ).

Теорема 4.13. Множество Aut𝑃𝑉 является группой
относительно операции умножения линейных преобра-
зований пространства 𝑉 .

4.2 Примеры решения задач
Пример 4.2. В действительном линейном простран-

стве с базисом 𝑒1, 𝑒2 отображение ϕ переводит любой век-
тор 𝑥̄ = 𝑥1𝑒1+ 𝑥2𝑒2 в вектор ϕ(𝑥̄) = (3𝑥1− 2𝑥2)𝑒1+ (2𝑥1+

+ 𝑥2)𝑒2. Докажите, что ϕ — линейный оператор, и най-
дите его матрицу в базисе 𝑒1, 𝑒2.
� Пусть 𝑥̄ = 𝑥1𝑒1+𝑥2𝑒2 и 𝑦 = 𝑦1𝑒1+𝑦2𝑒2 — произвольные
векторы данного пространства. Тогда

ϕ(𝑥̄ + 𝑦) = ϕ((𝑥1𝑒1 + 𝑥2𝑒2) + (𝑦1𝑒1 + 𝑦2𝑒2)) =

= ϕ((𝑥1+ 𝑦1)𝑒1+ (𝑥2+ 𝑦2)𝑒2) = (3(𝑥1+ 𝑦1)− 2(𝑥2+ 𝑦2))𝑒1+

+(2(𝑥1+ 𝑦1) + (𝑥2+ 𝑦2))𝑒2 = (3𝑥1− 2𝑥2)𝑒1+ (3𝑦1− 2𝑦2)𝑒1+

+(2𝑥1+𝑥2)𝑒2+(2𝑦1+𝑦2)𝑒2 = ((3𝑥1−2𝑥2)𝑒1+(2𝑥1+𝑥2)𝑒2)+

+((3𝑦1 − 2𝑦2)𝑒1 + (2𝑦1 + 𝑦2)𝑒2) = ϕ(𝑥1𝑒1 + 𝑥2𝑒2)+

+ϕ(𝑦1𝑒1 + 𝑦2𝑒2) = ϕ(𝑥̄) + ϕ(𝑦),

т. е. выполняется условие аддитивности.
Пусть α — произвольный элемент поля R. Тогда
ϕ(α𝑥̄) = ϕ(α(𝑥1𝑒1 + 𝑥2𝑒2)) = ϕ((α𝑥1)𝑒1 + (α𝑥2)𝑒2) =

= (3α𝑥1 − 2α𝑥2)𝑒1 + (2α𝑥1 + α𝑥2)𝑒2 =
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= α(3𝑥1 − 2𝑥2)𝑒1 + α(2𝑥1 + 𝑥2)𝑒2 =

= α((3𝑥1 − 2𝑥2)𝑒1 + (2𝑥1 + 𝑥2)𝑒2) =

= αϕ(𝑥1𝑒1 + 𝑥2𝑒2) = αϕ(𝑥̄),

т. е. выполняется условие однородности. Значит, ϕ — ли-
нейное отображение. Поскольку ϕ отображает данное про-
странство в себя, то ϕ — линейный оператор.

Найдем разложение по векторам базиса 𝑒1, 𝑒2 векторов
ϕ(𝑒1) и ϕ(𝑒2).

ϕ(𝑒1) = ϕ(1𝑒1 + 0𝑒2) =

= (3 · 1− 2 · 0)𝑒1 + (2 · 1 + 1 · 0)𝑒2 = 3𝑒1 + 2𝑒2.

ϕ(𝑒2) = ϕ(0 · 𝑒1 + 1 · 𝑒2) =
= (3 · 0− 2 · 1)𝑒1 + (2 · 0 + 1 · 1)𝑒2 = −2𝑒1 + 𝑒2.

Следовательно, матрица линейного оператора ϕ в базисе

𝑒1, 𝑒2 имеет вид 𝐴 =

(︂
3 2

−2 1

)︂
. �

Пример 4.3. Покажите, что отображение ϕ, состоя-
щее в умножение всех матриц линейного пространства
𝑀2(R) слева на матрицу 𝐴, является линейным опера-
тором пространства 𝑀2(R). Найдите матрицу этого ли-
нейного оператора в базисе 𝐸1, 𝐸2, 𝐸3, 𝐸4.

𝐸1 =

(︂
1 0

0 0

)︂
, 𝐸2 =

(︂
0 1

0 0

)︂
, 𝐸3 =

(︂
0 0

1 0

)︂
,

𝐸4 =

(︂
0 0

0 1

)︂
, 𝐴 =

(︂
2 1

3 −1

)︂
.

� Пусть 𝐵 и 𝐶 — произвольные матрицы из простран-
ства 𝑀2(R). Тогда

ϕ(𝐵 + 𝐶) = 𝐴(𝐵 + 𝐶) = 𝐴𝐵 + 𝐴𝐶 = ϕ(𝐵) + ϕ(𝐶),

т. е. выполняется условие аддитивности.
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Пусть α — произвольный элемент поля R. Тогда
ϕ(α𝐵) = 𝐴(α𝐵) = α(𝐴𝐵) = αϕ(𝐵),

т. е. выполняется условие однородности.
Таким образом, ϕ— линейное отображение. Поскольку

ϕ отображает пространство 𝑀2(R) в себя, то ϕ — линей-
ный оператор.

Находим

ϕ(𝐸1) = 𝐴𝐸1 =

(︂
2 1

3 −1

)︂(︂
1 0

0 0

)︂
=

(︂
2 0

3 0

)︂
=

= 2𝐸1 + 0𝐸2 + 3𝐸3 + 0𝐸4;

ϕ(𝐸2) = 𝐴𝐸2 =

(︂
2 1

3 −1

)︂(︂
0 1

0 0

)︂
=

(︂
0 2

0 3

)︂
=

= 0𝐸1 + 2𝐸2 + 0𝐸3 + 3𝐸4;

ϕ(𝐸3) = 𝐴𝐸3 =

(︂
2 1

3 −1

)︂(︂
0 0

1 0

)︂
=

(︂
1 0

−1 0

)︂
=

= 1𝐸1 + 0𝐸2 + (−1)𝐸3 + 0𝐸4;

ϕ(𝐸4) = 𝐴𝐸4 =

(︂
2 1

3 −1

)︂(︂
0 0

0 1

)︂
=

(︂
0 1

0 −1

)︂
=

= 0𝐸1 + 1𝐸2 + 0𝐸3 + (−1)𝐸4.

Следовательно, матрица линейного оператора ϕ в базисе
𝐸1, 𝐸2, 𝐸3, 𝐸4 имеет вид

Ответ: 𝐾 =

⎛⎜⎜⎜⎝
2 0 3 0

0 2 0 3

1 0 −1 0

0 1 0 −1

⎞⎟⎟⎟⎠ . �

Пример 4.4. В линейном пространстве R3[𝑥] задан ли-
нейный оператор ϕ : 𝑓 (𝑥) ↦→ 𝑓 (𝑥+1)−𝑓 (𝑥−1) для любого
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многочлена 𝑓 (𝑥) ∈ R3[𝑥]. Найдите матрицу этого опера-
тора в базисе 1, 𝑥, 𝑥2, 𝑥3. Вычислите Kerϕ.
� Найдем разложения ϕ(1), ϕ(𝑥), ϕ(𝑥2) и ϕ(𝑥3) по век-
торам базиса.

ϕ(1) = 1− 1 = 0 · 1 + 0 · 𝑥 + 0 · 𝑥2 + 0 · 𝑥3,
ϕ(𝑥) = (𝑥 + 1)− (𝑥− 1) = 2 = 2 · 1 + 0 · 𝑥 + 0 · 𝑥2 + 0 · 𝑥3,
ϕ(𝑥2) = (𝑥+1)2− (𝑥− 1)2 = 4𝑥 = 0 · 1+4 ·𝑥+0 ·𝑥2+0 ·𝑥3,
ϕ(𝑥3) = (𝑥+1)3−(𝑥−1)3 = 6𝑥2+2 = 2·1+0·𝑥+6·𝑥2+0·𝑥3.

Таким образом, матрица линейного оператора ϕ в ба-
зисе 1, 𝑥, 𝑥2, 𝑥3 имеет вид

𝐴 =

⎛⎜⎜⎜⎝
0 0 0 0

2 0 0 0

0 4 0 0

2 0 6 0

⎞⎟⎟⎟⎠ .

Найдем ядро линейного оператора ϕ. Пусть
𝑓 (𝑥) = α11 + α2𝑥 + α3𝑥

2 + α4𝑥
3 ∈ Kerϕ.

Тогда по теореме 4.8

(︀
α1 α2 α3 α4

)︀
⎛⎜⎜⎜⎝

0 0 0 0

2 0 0 0

0 4 0 0

2 0 6 0

⎞⎟⎟⎟⎠ =
(︀
0 0 0 0

)︀
,

откуда ⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
2α2 + 2α4 = 0,

4α3 = 0,

6α4 = 0.

Решая систему, находим
α1 ∈ R,α2 = 0,α3 = 0,α4 = 0.

Таким образом, Kerϕ = {𝑓 (𝑥) = α|α ∈ R}.
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Ответ: 𝐴 =

⎛⎜⎜⎜⎝
0 0 0 0

2 0 0 0

0 4 0 0

2 0 6 0

⎞⎟⎟⎟⎠, Kerϕ = {𝑓 (𝑥) = α|α ∈ R}.

�
Пример 4.5. Найдите матрицу линейного оператора ϕ

в базисе 𝑒1, 𝑒2, 𝑒3 действительного линейного простран-
ства 𝑉 , если оператор ϕ векторы 𝑥̄1 = 2𝑒1 − 𝑒2 + 𝑒3,
𝑥̄2 = 𝑒1 − 𝑒2 + 2𝑒3, 𝑥̄3 = 𝑒1 + 2𝑒2 − 𝑒3 переводит в век-
торы 𝑦1 = 𝑒1 + 2𝑒2 + 𝑒3, 𝑦2 = 2𝑒1 − 𝑒2 + 2𝑒3, 𝑦3 = 𝑒1 − 𝑒3,
соответственно. Найдите образ вектора 𝑧 = 𝑒1 − 2𝑒2 + 𝑒3
под действием оператора ϕ.
� По условию ⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

ϕ(𝑥̄1) = 𝑦1,

ϕ(𝑥̄2) = 𝑦2,

ϕ(𝑥̄3) = 𝑦3.

Так как ϕ — линейный оператор пространства 𝑉 , то, ис-
пользуя условия аддитивности и однородности, получим⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

2ϕ(𝑒1)− ϕ(𝑒2) + ϕ(𝑒3) = 𝑒1 + 2𝑒2 + 𝑒3,

ϕ(𝑒1)− ϕ(𝑒2) + 2ϕ(𝑒3) = 2𝑒1 − 𝑒2 + 2𝑒3,

ϕ(𝑒1) + 2ϕ(𝑒2)− ϕ(𝑒3) = 𝑒1 − 𝑒3.

Решаем эту систему относительно ϕ(𝑒1), ϕ(𝑒2), ϕ(𝑒3).⎛⎝ 2 −1 1

1 −1 2

1 2 −1

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 𝑒1 +2𝑒2 +𝑒3
2𝑒1 −𝑒2 +2𝑒3
𝑒1 −𝑒3

⎞⎠ 𝐼↔𝐼𝐼−−−→

−→

⎛⎝ 1 −1 2

2 −1 1

1 2 −1

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 2𝑒1 −𝑒2 +2𝑒3
𝑒1 +2𝑒2 +𝑒3
𝑒1 −𝑒3

⎞⎠ 𝐼𝐼+𝐼·(−2)−−−−−−→
𝐼𝐼𝐼+𝐼·(−1)
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−→

⎛⎝ 1 −1 2

0 1 −3

0 3 −3

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 2𝑒1 −𝑒2 +2𝑒3
−3𝑒1 +4𝑒2 −3𝑒3
−𝑒1 +𝑒2 −3𝑒3

⎞⎠ 𝐼𝐼𝐼+𝐼𝐼·(−3)−−−−−−−→

−→

⎛⎝ 1 −1 2

0 1 −3

0 0 6

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 2𝑒1 −𝑒2 +2𝑒3
−3𝑒1 +4𝑒2 −3𝑒3
8𝑒1 −11𝑒2 +6𝑒3

⎞⎠ .

Запишем и решим ступенчатую систему⎧⎪⎨⎪⎩
ϕ(𝑒1)− ϕ(𝑒2) + 2ϕ(𝑒3) = 2𝑒1 − 𝑒2 + 2𝑒3,

ϕ(𝑒2)− 3ϕ(𝑒3) = −3𝑒1 + 4𝑒2 − 3𝑒3,

6ϕ(𝑒3) = 8𝑒1 − 11𝑒2 + 6𝑒3.

ϕ(𝑒3) =
4

3
𝑒1−

11

6
𝑒2+𝑒3,ϕ(𝑒2) = 𝑒1−

3

2
𝑒2,ϕ(𝑒1) =

1

3
𝑒1+

7

6
𝑒2.

Таким образом, матрица линейного оператора ϕ в базисе
𝑒1, 𝑒2, 𝑒3 имеет вид

𝐴 =

⎛⎝ 1
3

7
6 0

1 −3
2 0

4
3 −11

6 1

⎞⎠ .

Координатную строку вектора ϕ(𝑧) находим по формуле
(ϕ(𝑧)) = (𝑧)𝐴.(︀

1 −2 1
)︀⎛⎝ 1

3
7
6 0

1 −3
2 0

4
3 −11

6 1

⎞⎠ =
(︀
−1

3
7
3 1

)︀
.

Таким образом, ϕ(𝑧) = −1
3𝑒1 +

7
3𝑒2 + 𝑒3.

Ответ: 𝐴 =

⎛⎝ 1
3

7
6 0

1 −3
2 0

4
3 −11

6 1

⎞⎠, ϕ(𝑧) = −1
3𝑒1 +

7
3𝑒2 + 𝑒3. �

Пример 4.6. В базисе 𝑒1, 𝑒2 линейного пространства 𝑉
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линейный оператор ϕ имеет матрицу

𝐴 =

(︂
2 0

1 −1

)︂
.

Вычислите матрицу оператора ϕ в базисе 𝑎̄1, 𝑎̄2, если 𝑎̄1 =

= 7𝑒1 − 4𝑒2, 𝑎̄2 = 2𝑒1 − 𝑒2.

� Матрицу 𝐵 линейного оператора ϕ в базисе 𝑎̄1, 𝑎̄2 най-
дем по формуле 𝐵 = 𝑇𝐴𝑇−1, где 𝑇 — матрица перехода
от базиса 𝑒1, 𝑒2 к базису 𝑎̄1, 𝑎̄2. Так как

𝑇 =

(︂
7 −4

2 −1

)︂
,

то остается найти 𝑇−1.

|𝑇 | =
⃒⃒⃒⃒
7 −4

2 −1

⃒⃒⃒⃒
= 1,

𝐴11 = −1, 𝐴12 = −2, 𝐴21 = 4, 𝐴22 = 7.

𝑇−1 =
1

|𝑇 |

(︂
𝐴11 𝐴21

𝐴12 𝐴22

)︂
=

(︂
−1 4

−2 7

)︂
.

Таким образом,

𝐵 = 𝑇𝐴𝑇−1 =

(︂
7 −4

2 −1

)︂(︂
2 0

1 −1

)︂(︂
−1 4

−2 7

)︂
=

=

(︂
10 4

3 1

)︂(︂
−1 4

−2 7

)︂
=

(︂
−18 68

−5 19

)︂
.

Ответ:
(︂

−18 68

−5 19

)︂
. �

Пример 4.7. В действительном линейном простран-
стве 𝑉 линейный оператор ϕ задан матрицей 𝐶 в неко-
тором базисе. Найдите базисы ядра и образа линейного
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оператора ϕ. Укажите ранг и дефект оператора ϕ.

𝐶 =

⎛⎝ −1 2 1

−2 4 2

1 −2 −1

⎞⎠ .

� Пусть 𝑒1, 𝑒2, 𝑒3 — базис линейного пространства 𝑉 ,
в котором задана матрица 𝐶. Тогда

ϕ(𝑒1) = −𝑒1 + 2𝑒2 + 𝑒3,

ϕ(𝑒2) = −2𝑒1 + 4𝑒2 + 2𝑒3,

ϕ(𝑒3) = 𝑒1 − 2𝑒2 − 𝑒3.

По теореме 4.8 Imϕ = 𝐿(ϕ(𝑒1),ϕ(𝑒2),ϕ(𝑒3)). Найдем базис
и размерность Imϕ.

𝐴 =

⎛⎝ −1 2 1

−2 4 2

1 −2 −1

⎞⎠ 𝐼𝐼+𝐼·(−2)−−−−−→
𝐼𝐼𝐼+𝐼·1

⎛⎝ −1 2 1

0 0 0

0 0 0

⎞⎠ .

Следовательно, вектор ϕ(𝑒1) = −𝑒1 + 2𝑒2 + 𝑒3 — базис
пространства Imϕ. Ранг оператора ϕ равен

rankϕ = dim Im ϕ = 1.

Тогда по теореме 4.7 найдем дефект оператора ϕ:
def ϕ = dim 𝑉 − rank ϕ = 3− 1 = 2.

Пусть вектор 𝑥̄ = 𝑥1𝑒1 + 𝑥2𝑒2 + 𝑥3𝑒3 ∈ Ker ϕ. Тогда по
теореме 4.8(︀

𝑥1 𝑥2 𝑥3
)︀⎛⎝ −1 2 1

−2 4 2

1 −2 −1

⎞⎠ =
(︀
0 0 0

)︀
.

Получаем систему уравнений⎧⎪⎨⎪⎩
−𝑥1 − 2𝑥2 + 𝑥3 = 0,

2𝑥1 + 4𝑥2 − 2𝑥3 = 0,

𝑥1 + 2𝑥2 − 𝑥3 = 0.
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Решаем систему методом Гаусса.⎛⎝ −1 −2 1

2 4 −2

1 2 −1

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 00
0

⎞⎠ 𝐼𝐼+𝐼·2−−−−→
𝐼𝐼𝐼+𝐼·1

⎛⎝ −1 −2 1

0 0 0

0 0 0

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 00
0

⎞⎠
и 𝑥1 = −2𝑥2+𝑥3, 𝑥2 и 𝑥3 — любые действительные числа.

Таким образом,
Ker ϕ = {𝑥̄ = (−2𝑥2 + 𝑥3)𝑒1 + 𝑥2𝑒2 + 𝑥3𝑒3|𝑥2, 𝑥3 ∈ R}.
Для нахождения базиса Ker ϕ выполним следующие

преобразования
𝑥̄ = (−2𝑥2 + 𝑥3)𝑒1 + 𝑥2𝑒2 + 𝑥3𝑒3 = (−2𝑥2𝑒1 + 𝑥2𝑒2)+

+(𝑥3𝑒1 + 𝑥3𝑒3) = 𝑥2(−2𝑒1 + 𝑒2) + 𝑥3(𝑒1 + 𝑒3).

Векторы 𝑎̄1 = −2𝑒1 + 𝑒2, 𝑎̄2 = 𝑒1 + 𝑒3 образуют базис
пространства Ker ϕ.

Ответ: ϕ(𝑒1) = −𝑒1+2𝑒2+𝑒3 — базис Im ϕ; 𝑎̄1 = −2𝑒1+

+ 𝑒2, 𝑎̄2 = 𝑒1 + 𝑒3 — базис Ker ϕ; rank ϕ = 1; def ϕ = 2.

�
Пример 4.8. В некотором базисе пространства R2 ли-

нейные операторы 𝑓 и 𝑔 имеют матрицы

𝐴 =

(︂
2 1

−4 −2

)︂
и 𝐵 =

(︂
1 −1

1 2

)︂
соответственно. Найдите матрицы операторов 3𝑓+2𝑔, 𝑓𝑔.
Обратим ли оператор 𝑓?
� Пусть 𝐶 — искомая матрица линейного оператора 3𝑓+

+ 2𝑔. По теореме 4.10

𝐶 = 3𝐴+2𝐵 = 3

(︂
2 1

−4 −2

)︂
+2

(︂
1 −1

1 2

)︂
=

(︂
8 1

−10 −2

)︂
.

Пусть 𝐾 — искомая матрица линейного оператора 𝑓𝑔. По
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теореме 4.11

𝐾 = 𝐵𝐴 =

(︂
1 −1

1 2

)︂(︂
2 1

−4 −2

)︂
=

(︂
6 3

−6 −3

)︂
.

Если оператор 𝑓 обратим, то существует матрица 𝐴−1.
Так как |𝐴| = 0, то 𝐴−1 не существует. Следовательно,
оператор 𝑓 не имеет обратного.

Ответ: 𝐶 =

(︂
8 1

−10 −2

)︂
; 𝐾 =

(︂
6 3

−6 −3

)︂
; нет. �

4.3 Индивидуальные задания
1 В действительном линейном пространстве 𝑉 с бази-

сом 𝑒1, 𝑒2 отображение ϕ переводит произвольный вектор
𝑥̄ = 𝑥1𝑒1+𝑥2𝑒2 в вектор ϕ(𝑥̄) = (𝑎𝑥1−𝑏𝑥2)𝑒1+(𝑥1−𝑎𝑥2)𝑒2.
Докажите, что ϕ — линейный оператор пространства 𝑉 .
Найдите его матрицу в базисе 𝑒1, 𝑒2.

1.1 𝑎 = −1, 𝑏 = 2. 1.2 𝑎 = 1, 𝑏 = −2.

1.3 𝑎 = 2, 𝑏 = 1. 1.4 𝑎 = 2, 𝑏 = 3.

1.5 𝑎 = −2, 𝑏 = 3. 1.6 𝑎 = 3, 𝑏 = −2.

1.7 𝑎 = −1, 𝑏 = 3. 1.8 𝑎 = 3, 𝑏 = −1.

1.9 𝑎 = −3, 𝑏 = −1. 1.10 𝑎 = 2, 𝑏 = −1.

1.11 𝑎 = −3, 𝑏 = 1. 1.12 𝑎 = 1, 𝑏 = 1.

1.13 𝑎 = −3, 𝑏 = 2. 1.14 𝑎 = 2, 𝑏 = 2.

1.15 𝑎 = −1, 𝑏 = 0.

2 Покажите, что отображение ϕ, состоящее в умноже-
нии всех матриц линейного пространства 𝑀2(R) справа
на матрицу 𝐴, является линейным оператором простран-
ства 𝑀2(R). Найдите матрицу этого линейного оператора
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в базисе

𝐸1 =

(︂
0 1

0 0

)︂
, 𝐸2 =

(︂
0 0

1 0

)︂
, 𝐸3 =

(︂
1 0

0 0

)︂
, 𝐸4 =

(︂
0 0

0 1

)︂
.

2.1 𝐴 =

(︂
1 −2

2 −1

)︂
. 2.2 𝐴 =

(︂
1 2

−3 1

)︂
.

2.3 𝐴 =

(︂
−1 2

0 3

)︂
. 2.4 𝐴 =

(︂
2 3

−4 1

)︂
.

2.5 𝐴 =

(︂
3 −1

2 0

)︂
. 2.6 𝐴 =

(︂
−2 3

1 4

)︂
.

2.7 𝐴 =

(︂
4 0

−1 3

)︂
. 2.8 𝐴 =

(︂
0 −4

1 3

)︂
.

2.9 𝐴 =

(︂
−1 1

1 1

)︂
. 2.10 𝐴 =

(︂
−2 1

2 1

)︂
.

2.11 𝐴 =

(︂
0 2

−1 1

)︂
. 2.12 𝐴 =

(︂
−1 3

2 1

)︂
.

2.13 𝐴 =

(︂
3 −4

2 1

)︂
. 2.14 𝐴 =

(︂
−2 4

1 1

)︂
.

2.15 𝐴 =

(︂
−1 1

3 2

)︂
.

3 В линейном пространстве R2[𝑥] задан линейный опе-
ратор ϕ : 𝑓 (𝑥) ↦→ 𝑓 (𝑥−𝑎)−𝑓 (𝑥−𝑏), для любого многочле-
на 𝑓 (𝑥) ∈ R2[𝑥], 𝑎, 𝑏 — числа из задания 1. Найдите мат-
рицу этого оператора в базисе 𝑥2, 𝑥, 1. Вычислите Ker ϕ.

4 Составьте матрицу линейного оператора ϕ в бази-
се 𝑒1, 𝑒2, 𝑒3 действительного линейного пространства 𝑉 ,
если оператор ϕ векторы 𝑥̄1 = 𝑎𝑒1 − 𝑒2 + 𝑒3, 𝑥̄2 = 𝑒1 +

+ 𝑏𝑒2 − 𝑒3, 𝑥̄3 = 𝑒1 − 𝑒2 − 𝑎𝑒3 переводит соответственно в
векторы 𝑦1 = 𝑒1 + 2𝑒2 + 𝑏𝑒3, 𝑦2 = 𝑎𝑒2 + 𝑒3, 𝑦3 = 𝑒1 + 𝑏𝑒3,
где 𝑎, 𝑏 — числа из задания 1. Найдите образ вектора
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𝑧 = 𝑒1 + 2𝑒2 + 3𝑒3 под действием оператора ϕ.
5 В базисе 𝑒1, 𝑒2 действительного линейного простран-

ства 𝑉 линейный оператор ϕ имеет матрицу 𝐵. Найдите
матрицу оператора ϕ в базисе 𝑎̄1, 𝑎̄2, если 𝑒1 = −3𝑎̄1+5𝑎̄2,
𝑒2 = −𝑎̄1 + 2𝑎̄2.

5.1 𝐵 =

(︂
1 3

2 0

)︂
. 5.2 𝐵 =

(︂
4 1

3 −3

)︂
.

5.3 𝐵 =

(︂
−1 2

3 −1

)︂
. 5.4 𝐵 =

(︂
1 −4

−1 2

)︂
.

5.5 𝐵 =

(︂
3 5

−1 2

)︂
. 5.6 𝐵 =

(︂
2 −1

0 2

)︂
.

5.7 𝐵 =

(︂
3 2

−1 2

)︂
. 5.8 𝐵 =

(︂
−1 2

4 3

)︂
.

5.9 𝐵 =

(︂
−2 3

1 4

)︂
. 5.10 𝐵 =

(︂
−1 1

3 −2

)︂
.

5.11 𝐵 =

(︂
5 1

−1 3

)︂
. 5.12 𝐵 =

(︂
4 −3

2 1

)︂
.

5.13 𝐵 =

(︂
0 2

−3 1

)︂
. 5.14 𝐵 =

(︂
−1 5

4 3

)︂
.

5.15 𝐵 =

(︂
2 −5

3 7

)︂
.

6 В действительном линейном пространстве 𝑉 линей-
ный оператор ϕ задан матрицей 𝐶. Найдите базисы ядра
и образа линейного оператора ϕ. Укажите ранг и дефект
оператора ϕ.

6.1 𝐶 =

⎛⎝−1 2 1

−3 6 3

2 −4 −2

⎞⎠. 6.2 𝐶 =

⎛⎝4 −8 −4

0 4 2

1 −2 −1

⎞⎠.

41

ГГ
У 
им

. Ф
.  
Ск
ор
ин
ы



6.3 𝐶 =

⎛⎝ 2 1 −3

−4 −2 6

−2 −1 3

⎞⎠. 6.4 𝐶 =

⎛⎝ 1 2 −1

3 2 4

−2 0 −5

⎞⎠.

6.5 𝐶 =

⎛⎝1 −1 2

0 1 3

2 1 −1

⎞⎠. 6.6 𝐶 =

⎛⎝6 −2 0

5 4 3

1 −6 −3

⎞⎠.

6.7 𝐶 =

⎛⎝ 1 1 −1

3 −2 4

−2 3 −5

⎞⎠. 6.8 𝐶 =

⎛⎝−4 3 1

8 −6 −2

4 −3 −1

⎞⎠.

6.9 𝐶 =

⎛⎝ 1 3 0

1 −1 2

−1 2 1

⎞⎠. 6.10 𝐶 =

⎛⎝ 1 5 −3

−1 −5 3

2 10 −6

⎞⎠.

6.11 𝐶 =

⎛⎝2 −2 3

1 3 2

1 −5 1

⎞⎠. 6.12 𝐶 =

⎛⎝−1 1 3

2 4 5

−3 −3 −2

⎞⎠.

6.13 𝐶 =

⎛⎝1 −2 3

2 −4 6

1 −2 3

⎞⎠. 6.14 𝐶 =

⎛⎝ 2 −1 3

0 −1 2

−2 2 0

⎞⎠.

6.15 𝐶 =

⎛⎝ 1 5 4

−4 3 2

5 2 2

⎞⎠.

7 В некотором базисе линейного пространства R2 ли-
нейные операторы 𝑓 и 𝑔 имеют матрицы 𝐴 и 𝐵 соответ-
ственно, где 𝐴 — матрица из задания 2, а 𝐵 — матрица
из задания 5. Найдите матрицы операторов −4𝑓 +3𝑔, 𝑔𝑓 ,
𝑓−1 в том же базисе пространства R2.
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